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Streszczenie

W niniejszej notatce jest przedstawiony drobiazgowy dowdd faktu, ze
funkcja Ackermanna nie jest prymitywnie rekurencyjna. Jest réwniez
pokazany zwodniczy lemat, na podstawie ktérego mozna natychmiast
uzyska¢ powyzsze twierdzenie, lecz samego lematu nie da sie udowod-
ni¢ przez indukcje, co jest rowniez wykazane w niniejszej pracy.

Wstep

Niniejsze opracowanie zawiera szczegdétowy dowod nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 1 Funkcja Ackermanna zadana wzorem

A(0,y) = 1,

A(1,0) = 2,

A(z,0) = z+2dlax > 2,
Alz+1,y+1) = A(A(z,y+1),y).

nie jest prymitywnie rekurencyjna.

Dowo6d ten jest uzupetlieniem do ¢wiczen do wyktadu dra hab. Mar-
ka Zaionca pt. Teoria programowania, ktore autor mial przyjemnosé pro-
wadzi¢ w Instytucie Informatyki Uniwersytetu Jagiellotiskiego w roku akad.
2000/2001.

Dla kompletnosci wywodu ponizej jest podana pokrotce definicja klasy
funkcji prymitywnie rekurencyjnych.

Definicja 2 Klasa funkcji prymitywnie rekurencyjnych to najmniejsza klasa
funkeji prowadzgeych z N dla pewnego n € N w zbior liczb naturalnych, ktora
zawiera funkcje zerowe: z(x1,...,x,) = 0, rzutowania: I} (xq, ..., x,) = xy,
funkcje nastepnika: f(x) = x + 1 oraz jest zamknicta ze wzgledu na operacje
sktadania oraz schemat rekursji prostej (zob. tez dowdd Lematu 3).
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Ewentualny czytelnik niniejszej notatki powinien wiedzie¢, ze funkcja Ac-
keramanna jest funkcja rekursywna (oraz co to znaczy). Jest to zatem przy-
ktad funkcji, ktéra jest rekursywna, ale nie prymitywnie rekurencyjna, co
dowodzi, ze klasa funkcji rekursywnych jest istotnie wicksza niz klasa funkcji
prymitywnie rekurencyjnych.

Dowd6d Twierdzenia

Dowo6d Twierdzenia 1 jest oparty na nastepujacym lemacie, ktory mowi, ze
funkcja Ackermanna ro$nie szybciej niz dowolna funkcja prymitywnie reku-
rencyjna:

Lemat 3 Dla dowolnej funkcji prymitywnie rekurencyinej f istniejq takie
state ny,xy € N, ze

Ve > oy max{f(xy,...,zn) | 21,...,2, <z} < A(z,n¢).

Ponadto w dowodzie Twierdzenia 1 (oraz w innych dowodach) wykorzystuje
sie nastepujaca prosta wtasnoéé¢ funkcji Ackermanna:

Wtasnoéé 4 Funkcja Ackermanna jest niemalejgca ze wzgledu na pierwszq
1 ze wzgledu na drugg zmienng.

Korzystajac z Lematu 3 oraz z Wlasnodci 4, ktore sa wykazane dalej, mozna
juz udowodnié, ze funkcja Ackermanna nie jest prymitywnie rekurencyjna.

Dow6d Twierdzenia 1 Nie wprost. Gdyby funkcja Ackermanna A byta
prymitywnie rekurencyjna, to na mocy Lematu 3 istnialyby takie state nyu
i TA, ze
Vo> xs max{A(z1,22) | z1,220 < 2} < A(z,n4).

Wezmy = > max{xa,na}. Wtedy z lewej strony wsréd liczb branych do
maksimum jest m.in. A(z,z), ktore musialoby by¢ mniejsze od A(z,n4),
a to przeczyloby monotonicznosci funkeji Ackermanna ze wzgledu na druga
zmienng (zob. Wilasnosé 4). Dowod Twierdzenia 1 jest wiec zakoriczony. O

Pozostale dowody

Zanim przystapimy do dalszych dowodéw, wykazemy, ze wartosé¢ funkcji
Ackermanna jest zawsze silnie wieksza od jej pierwszego argumentu.

Obserwacja 5 Dla dowolnych x,y € N mamy A(z,y) > x + 1.
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Dow6d Obserwacji 5 Indukcyjnie ze wzgledu na y. Dla y = 0 wprost
z definicji funkcji Ackermanna mamy

Az, y) T+ 1, jezeli x = 0,1,
LI/‘, - . . .
Y r+2>x+1, jezelix > 2.

Zatozmy teraz, ze dowodzona nieréwno$cé jest prawdziwa dla pewnego y € N.
Wykazemy, ze jest tak rowniez dla y+ 1. W tym celu zauwazmy najpierw, ze

Alz,y+1) > A0,y + 1) + x.

Rzeczywiscie, dla x = 0 jest to trywialne, a w przypadku z > 0, korzystajac
ze wzoru na A i z zalozenia indukcyjnego, otrzymujemy

Az, y+1) =A(A(z - L,y+1),y) 2 Alzx—Ly+1)+1

i powtarzajac ten proces ,wyciagania jedynki z  na koniec” tak dtugo, az x
zostanie wyzerowane (tj. = razy), uzyskujemy

Alz,y+1) 2 A0y + 1) +z=1+u,

co konczy indukcyjny dowod Obserwacji 5. O

Dow6d Wtasnosci 4 Korzystajac z definicji funkcji Ackermanna oraz z Ob-
serwacji o, otrzymujemy dla y > 0
Al +1,y) = A(A(z,y),y — 1) > Az, y) + 1,

co oznacza po uwzglednieniu przypadku y = 0, ktory jest trywialny, ze funk-
cja A jest niemalejaca ze wzgledu na pierwsza zmienna.

Przejdzmy teraz do dowodu tego, ze funkcja Ackermanna jest niemalejaca
ze wzgledu na druga zmienng. Na mocy Obserwacji 5 mamy

Ax—ly+ 1) z2z—-1+1=ux.

Dzieki udowodnionej wtasnie monotonicznosci ze wzgledu na pierwsza zmien-
ng oraz przy powtornym wykorzystaniu Obserwacji 5 mozemy stad uzyskac
dlax >0

A(QT,y + 1) = A(A([L’ - 17@/ + 1),1/) 2 A($7y)7

J

Vv
>x

czyli zadana monotonicznos$é ze wzgledu na druga zmienna (tutaj znowu
przypadek = = 0 jest trywialny).
Dow6d Wiasnosci 4 zostal niniejszym zakonczony. a

Zanim przejdziemy do dowodu Lematu 3, udowodnimy nastepujaca uwage
techniczng dajaca oszacowanie na pewne szczegdlne zagniezdzenie funkcji
Ackermanna:
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Uwaga 6 Dla dowolnego x >4, m > 0 oraz y < © mamy

A(A( .. (A(m,m+1),m),...),m) < A(z,m + 2).
—_—

Yy razy

Dowo6d Uwagi 6 Rozpisujac A(z +y,m + 1) z definicji funkcji Ackerman-
na tak dlugo, az wewnatrz pierwszym argumentem bedzie x = x +y — ¥y
(tj. rozpisujac y razy), otrzymujemy

(1) Az+ym+1)=AA@x+y—1,m+1),m)=...

o= A(A(. (A(z,m+1),m),...),m).
razy

Zauwazmy teraz, ze
(2) 20 < A(x —1,m+ 2).

Rzeczywiscie, korzystajac z monotonicznosci funkeji Ackermanna ze wzgledu
na obie zmienne, uzyskujemy to niemal natychmiast:

Az —1,m+2)=A(A@z—-2,m+2),m+1)>
e
>0 >1
> A(A(z —2,0),1) = A(z, 1) = 2z.

———

=xz,box >4
Wykorzystujac to, ze funkcja Ackermanna jest niemalejaca ze wzgledu na
pierwsza zmienna, otrzymujemy w polaczeniu z nieréwnoscia (2) nastepujace
oszacowanie:

na mocy (2)

Alz+y,m+1) < A2zx,m+1) <
——
<2z
SA(A( —1,m+2),m+1) = A(z,m + 2),

ktore po uwzglednieniu rownosci (1) kornczy dowod Uwagi 6. O

Dow6d Lematu 3 Indukcyjnie ze wzgledu na strukture funkcji f.

a) Dla funkcji stale rownej zeru wystarczy wziaé¢ ny =0, x5 = 0.

b) Dla rzutowania I}’ dobre sa stale ny =0, z; = 0.

c¢) Dla nastepnika (f(z) = x + 1) mozna wzia¢ ny =0, x5 = 2.

d) Jezeli f jest zlozeniem funkcji h: N* — Nifunkcji fi, ..., fo: N* — N,
tzn.

floy, .. z,) = h(fl(ﬁl,---,xn)a-~~>fk($1,-~->$n))>
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to mozna wzigé

xy = max{4d, zp,Tp,.... T4},
ny = max{Nmax + 1,14 + 2},
gdzie
Nmax = Max{ng,...,ng}.

Rzeczywiscie, dla x > xy mamy:

bo Nmax 2 ng,

max{h(fl(xl,...,xn),...,fk(wl,...,an) | z1,..., 2, < x} <

-~

<A(z,ng;) <A(z,ng,)

bo A(z,nmax) = Zn
<max{h(zy,...,zr) | T1,. .., Ty < AT, Nmax) } <

na podst. Uwagi 6
< A(A(x, Nnax ), ) < A(A(z,np—1),np—2) ’ < ’ Az, ny).

<ny—1 <np—2
e) Jezeli f powstaje przy pomocy schematu rekursji prostej z funkcji g
ih, tzn.
flzr, .. 2,,0) = glxy,...,2,),
f(xla'~->$n>y+ 1) = h($17---,$n,y>f(3717-~-,ifm?/))’

to wtedy mozemy obra¢ nastepujace stale:
ry = max{4,z, x},
nyg = max{ng + 1,n, + 2}.

Rozpocznijmy dowod od wypisania odpowiedniego oszacowania w przypadku
y = 0. Jezeli x > x¢, to wtedy

max{f(x1,...,2,,0) | 21,...,2,,0< 2z} =
bo ny = ng4

=max{g(z1,..., ) | T1,..., 2, <z} < A(x,ny) < Az,ng).

Przeanalizujmy jeszcze przypadek y = 1. Dla x > xy odpowiednie oszacowa-
nie wyglada nastepujaco:

max{f(zy,...,2n, 1) | 21,..., 2,1 < 2} =
:maX{h(ZEh...,Inao,\f(l’h...,xn,())l) |:)31,...,$n <$} <
<A?;ting)

<max{h(xy,...,2n,Y,2) | 21,..., 20y, 2 < A(x,n4)},
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a poniewaz A(x,n,) > x+1 > x5 > x;, wyrazenie to mozemy dalej szacowac
od gory przez

z def. ny na podst. Uwagi 6

A(A(z,ng),np) < A(A(z,ny —1),np — 2) < Az, ny).
Rozwazmy teraz przypadek ogolny — dla y > 1:
max{f(z1,...,Tn,y) | T1,...,2p,y <z} =
max{h(:z:l,...,a:n,y —1, f(x1, ...,y — 1)) | z1,. .., 2,y <z}

i rozpisujac w ten sposob cata rekursje, otrzymujemy

max{h(xl,...,xn,y— 1,h(w1,...,xn,y— 2,h())> | x1, ..., 2,y <}
Tak uzyskane wyrazenie szacujemy ,,od wewnatrz™:
g(z1,...,2,) < A(z,ny) dla z >z,
a nastepnie
h(ml, ey T, 0, g(2, . ,xn)) < A(A(x,ng),nh) dla x > z;, oraz x > x,,

gdzie A(x,n,) jest oszacowaniem wystepujacych tu argumentéow funkceji h.
Ogodlnie, dla x > z; w kolejnym kroku tego szacowania otrzymujemy ograni-
czenie od gory wartosci argumentow funkeji h w postaci

o = A(A( .. A(A(z,ng ), ), . . .), )
—_—
J razy
i stad wartosci tej funkcji h s3 silnie mniejsze od
Alaj,np) = A(A(. DA(A(T, g ) ), ) ).
—_—
7+ 1razy

Rozpisawszy w ten sposob do korica, otrzymujemy silne ograniczenie od gory

wartosci funkeji f na argumentach x4, ..., z,,y < x przez

z def. ny

A(A( . A(A(z,ng ) ), )iy ) <
—_—
Yy razy
na podst. Uwagi 6

SA(A( . A(A(z,ng —1),np —2),...),np — 2) < Az, ng),

y razy

co konczy dowdd kroku indukeyjnego.
Tym samym dowdd Lematu 3 zostal zakoriczony. O
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Uwagi konicowe

Zauwazmy jeszcze na zakoriczenie, ze z Lematu 3 w sposob trywialny wy-
nika ponizszy wniosek, na podstawie ktorego z kolei mozna juz udowodnic¢
Twierdzenie 1 (dowod jest prawie identyczny jak przedstawiony powyzej).

Whniosek 7 Dla dowolnej funkcji prymitywnie rekurencyjnej f istniejq takie
state ny,xy € N, ze

Ve>axp flx,...,x) < Alx,ng).

Niestety, bezposredni dowod tego wniosku (bez wykorzystania Lematu 3)
moze by¢ trudny, o czym moéwi ponizsze spostrzezenie.

Spostrzezenie 8 Wniosku 7 nie da sie udowodnié przez indukcje ze wzgledu
na strukture funkcji prymitywnie rekurencyjnej f.

Dowéd Spostrzezenia 8 Wezmy nastepujace funkcje:
g(z) = 0,

hi(x,y,z) = {

0, jezelix =y = z,

A(xz,k)+1 w przeciwnym przypadku.

Zarowno kazda z funkcji hy, jak i funkcja g jest prymitywnie rekurencyjna
(zob. Uzupelnienie 9 ponizej). Funkcje te spetniaja ponadto Wniosek 7 ze
stalymi

Ty = xp, =0,
ng = np, = 0.

(3)

Niech teraz fr: N — N bedzie funkcja powstajaca z g i hy przez rekursje pro-
sta. Gdyby Wniosek 7 mozna bylo udowodni¢ przez indukcje ze wzgledu na
strukture funkcji prymitywnie rekurencyjnej fx, to oznaczatoby to, ze istnieja
pewne state z;,ny € N (zalezne od stalych wymienionych we wzorze (3), ale
niezalezne od liczby k) o tej wlasnosci, ze funkcja fr spelnia warunek

Ve > xr  folr,z) < Az, ny).

Niestety, jest to nieprawda, poniewaz dla x > 0 i dla & = ny mamy zgodnie
ze schematem rekursji prostej

fulz,z) = hy(w, o — 1, folw,o = 1) " "E" A, k) + 1 > Az, ny),

co konczy dowdd Spostrzezenia 8. O
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Uzupelnienie 9 Przy ustalonym y € N funkcja
fy: N3z +— A(z,y) €N
jest prymitywnie rekurencyjna.

Dow6d Uzupelnienia 9 Przez indukcje ze wzgledu na y. Dla y = 0 teza
jest trywialna. Zalozmy, ze funkcja f, jest prymitywnie rekurencyjna. Poka-
zemy, ze przy tym zalozeniu funkcja fy,1; jest rowniez prymitywnie rekuren-
cyjna. Rzeczywiscie, f,41 jest wartodcig iteracji funkeji f, na argumencie 1.
Doktadniej, niech g bedzie iteracja funkcji f, zgodnie ze schematem:

g9(z,0) = 2z,
g(z,x+1) = f,(9(2 7))

Woéwczas

gL x) = fy(... (f,(D)..) = AMAC .. (A(1,9),9),...)y) =

N———
T razy T razy
A(AC (AAQO,y+1),9),9), - ), y) = ... = Alz,y + 1),
—A(Ly+D)
co konczy dowodéd Uzupetnienia 9. a
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